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@ Prawo Benforda (znane tez jako prawo Newcomba—Benforda)
okresla rozktad cyfr w danych liczbowych

@ Zaobserwowane przez Simona Newcomba (1881) i formalnie
opisane przez Franka Benforda (1937)

@ "Liczby nie s3 roztozone réwnomiernie; zamiast tego, cyfry
wiodace wykazuja osobliwg, powtarzalng regularnosé.”

@ Stosowane w analizie statystycznej i wykrywaniu naduzy¢ w
danych
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Historia odkrycia

@ Jak nuda w bibliotece doprowadzita Simona Newcomba do
wielkiego odkrycia

@ Artykut jednak sie nie spotkat z szerokim zainteresowaniem i
zjawisko to zostato zapomniane na 57 lat
@ To samo miejsce, inny czas

@ Zafascynowany tym zjawiskiem, Benford zaczat sprawdzaé, czy
jego teoria znajduje potwierdzenie réwniez w innych zbiorach
danych
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PERCENTAGE OF TiMEs THE NATURAL NuMBERS 1 T0 9 Are Usep as First
Diarrs N NumBERs, 48 DETERMINED BY 20,220 OBSERVATIONS

First Digit
g Title T Count
<] 1 2 3 4 5 6 7 8 0

A | Rivers, Areal 31.0| 16,4 107 | 11.3| 7.2| 86| 55| 42| 51| 335
B | Population | 33.9| 204 | 142 | 81| 72| 62| 41| 37| 2.2)|3259
C [Constants | 413 | 144 | 48| 86| 106| 58| 10| 29| 106| 104
D | Newspapers| 300 | 180 120] 10.0| 80 6 6.0| 60| 50( 50| 100
E |Spec. Heat | 24.0| 184 16.2 | 146 | 106 | 41| 3.2| 48| 411389
F | Pressure 206 | 183|128 | 98| 83| 64| 57| 44| 47| 703
G |H.P. Lost | 300|184 119|108 81| 70| 51| 51| 36| 690
H | Mol. Wgt. | 26.7| 25.2 | 154 | 10.8| 67| 51| 41| 2.8, 3.2|1800
I | Drainage 271|239 138| 126| 82| 50| 50| 25| 19| 159
J |Atomic Wgt.| 47.2| 187 55| 44| 66| 44| 33| 44| 55 91
K|n+n, ---| 257 203| 07| 68| 66| 68| 72| 80| 895000
L [Design 268|148 143| 75| 83| 84| 70| 73| 56| 560
M | Digest 334|185 124| 75| 71| 65| 55| 49| 42| 308
N [Cost Data | 324 188 10.1| 10.1| 98| 55| 47| 55| 31| 741
O | X-RayVolts| 279 17.5| 144 90| 8.1 74| 51| 58| 48| 707
P |Am.League | 32.7| 176 | 126| 08| 74| 64| 49| 56| 3.0|1458
Q |BlackBody | 31.0| 17.3 | 141| B7| 66| 70| 52| 47| 54|1165
R | Addresses 289|192} 126| B8| 85| 64) 56| 50| 50| 342
S |n,n*---n! | 253|16.0|120| 100| 85 88| 68| 7.1| 55| 900
T |Death Rate | 27.0| 186 | 157| 94| 67| 65| 7.2| 48| 41| 418
Average....... 306 185|124 | 94| 80| 64| 5 49| 471011

0.

. { X 1 1
Probable Error |+0.8 |+0.4 |+0.4 |+0.3 |+0.2 |+0.2 |+0.2 |02 |=0.3
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Przyktadowe Prawdopodobienstwa

Cyfra P

—_
o
o
=
o

logy0(1.3) ~ 0.125
log,0(1.25) =~ 0.097
log;0(1.2) = 0.079
log;0(1.16) =~ 0.067
log,(1.142857) ~ 0.058
log,0(1.125) =~ 0.051
log;0(1.1) ~ 0.046

O© 00 NO 1~ WD
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Formalne Sformufowanie

Prawo Benforda stwierdza, ze prawdopodobienstwo, iz pierwszg cyfra
jest d (gdzie d € {1,2,...,9}), dane jest:

P(D = d) = log;,(1 + %)
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Przyktad

Prostym przyktadem jest prawdopodobienstwo P(31) — pierwsza cyfra
jest 3, natomiast druga — 1. Jest to réwnowazne
prawdopodobienstwu, ze liczba znajduje sie w przedziale (31, 32),
badz dowolnej potedze 10 tego przedziatu:

f32 dx

1
Ps = 2552 = log <1+ )
11000 dx 31
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WHtasnosci zbiorow podlegajacych Rozktadowi

Benforda

Nie wszystkie duze, naturalne (niezmanipulowane) zbiory danych
podlegaja Prawu Benforda. Mozna wymieni¢ kilka warunkéw
koniecznych, ktére muszg byé spetnione, aby wynik obserwacji byt
wiarygodny:
@ /biér danych nie moze posiada¢ gérnej ani dolnej granicy
przyjmowanych wartosci
@ Zestaw danych powinien posiada¢ wiecej liczb o nizszej wartosci,
niz wyzszej

@ /biér danych nie moze posiada¢ zadnych przypisanych numerdéw.

Stuza one jedynie do identyfikacji i nie s3 wynikiem naturalnych
proceséw. Numery pracownikéw, numery kont bankowych,
numery telefonéw nie podlegaja Prawu Benforda
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Cechy charakterystyczne

@ Niezmienno$¢ skali — mnozac wszystkie wartosci w Zbiorze
Benforda przez statg otrzymujemy inny, nowy Zbiér Benforda.
Cecha ta jest szczegélnie istotna w odniesieniu do przeliczania
kurséw walut

@ Niezmienno$¢ bazy — Theodore P. Hill (1995) udowodnit, ze
Prawo Benforda dotyczy nie tylko zbioréw opartych na
dziesietnym systemie liczbowym, ale réwniez wszystkich innych
systemach

@ Niezmienno$¢ w operacjach matematycznych — potegowanie,
mnozenie, dzielenie, dodawanie oraz odejmowanie Zbioréw
Benforda ze soba powoduje powstanie nowego Zbioru Benforda
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Przyktady z Rzeczywistosci

@ Dane finansowe (bilanse firm, dochody, dane ksiggowe).
e Dane demograficzne (populacje miast, wielkosci rzek).

@ Dane fizyczne (konstante fizyczne, wyniki pomiaréw).
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Czy mozna stwierdzi¢, ze liczba jest btedna, po

prostu na nig patrzac?

Date of Check Amount
October 9, 1992 $1,927.48
27,902.31
October 14, 1992 86,241.90
72,117.46
81,321.75
97,473.96
October 19, 1992 93,249.11
89,658.17
87,776.89
92,105.83
79,949.16
87,602.93
96,879.27
91,806.47
90,231.83
93,766.67
88,336.72
96,412.21
71,552.16
TOTAL $1,878,687.58
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Czy mozna stwierdzi¢, ze liczba jest btedna, po

prostu na nig patrzac?

@ Podswiadomie menedzer powtarzat niektére cyfry i kombinacje
cyfr

@ Wsrdd pierwszych dwéch cyfr wymyslonych kwot, 87, 88, 93 i 96
zostaty uzyte dwukrotnie. W przypadku dwdch ostatnich cyfr,
16, 67 i 83 zostaty zduplikowane

o Cyfry od 7 do 9 byty najczesciej uzywane, w przeciwienstwie do
prawa Benforda

@ Kontroler finansowy zaznajomiony z Prawem Benforda badajac
te liczby od razu spostrzeze, ze nie pokrywaja sie one z
modelem, a tym samym zastuguja na gtebsza uwage.
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Prawo Benforda a Scigganie

@ Czy studenci bioracy udziat w tescie mogliby poradzi¢ sobie
lepiej niz z przypadkowym zgadywaniem, gdyby zamiast tego
postepowali zgodnie z prawem Benforda? Teoria sugeruje, ze
gdyby zastosowali prawo Benforda, powinni by¢ w stanie uzyskaé
co najmniej 51 procent poprawnych odpowiedzi

@ Aby sie o tym przekonaé, zostat stworzony wtasny egzamin
wielokrotnego wyboru sktadajacy sie z 500 pytan (kazde z
trzema opcjami) wraz z zestawem danych rzeczywistych
odpowiedzi z prawdziwego testu. Niepoprawne odpowiedzi byty
reprezentowane losowo.

@ Aby przeprowadzi¢ test, naukowcy wybrali najnizszag mozliwg
liczbe dla kazdej odpowiedzi. Analizujac wyniki, odkryli, ze
rzeczywiscie mogli uzyskac 51 proc. punktéow w tescie, bez
znajomosci podstawowych pojec fizyki
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Prawo Benforda a Scigganie

@ Byt jednak pewien haczyk: kiedy naukowcy zastosowali te sama
nauke do prawdziwego testu z fizyki, odkryli, ze nie byli w stanie
0siggna¢ duzo lepszego wyniku poréwnujac ze zgadywaniem

@ Odkryli bowiem, ze btedne odpowiedzi réwniez byty zgodne z
prawem Benforda

@ Zespot badawczy nadal nie jest w stanie wyjasnié, dlaczego
btedne odpowiedzi byty zgodne z prawem Benforda

Anastasiia Sichko Prawo Benforda 14 /19



Ograniczenia i Warunki Stosowalnosci

@ Prawo Benforda nie dotyczy wszystkich danych.

@ Dane generowane sztucznie lub majace ograniczony zakres moga
nie wykazywac tego rozktadu.

@ Stosowalne gtéwnie w przypadku szeroko rozproszonych danych
wielko$ciowych.
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Metody Testowania Zgodnosci z Prawem Benforda

@ Test chi-kwadrat
@ Test Kolmogorowa-Smirnowa

@ Analiza odchyleh procentowych od oczekiwanego rozktadu
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Przyktady z Fizyki

Dane z mierzonych statych fizycznych, ktére sa liczbami
wielkogabarytowymi, czesto podlegaja Prawu Benforda:

@ Pomiary wielkosci gwiazd
@ Rozktad mas planet i ksiezycow w Uktadzie Stonecznym,
o Energia czasteczek w skali nano

o Natezenie pradéw i napie¢ w obwodach elektrycznych o szerokim
zakresie wartosci

Réznorodne zjawiska przyrodnicze generuja dane rozproszone na
wielu rzedach wielkosci.
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Podsumowanie

@ Prawo Benforda jest fascynujaca regularnoscia spotykana w
danych empirycznych.

@ Ma zastosowanie w audycie, kontroli danych, oraz naukach
przyrodniczych.

@ Jego solidne teoretyczne podstawy i praktyczne zastosowania
czynig go cennym narzedziem statystyka

o Niestety nie potrafi poméc w napisaniu egzaminu
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