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Artykut "Geometria (dla) mas" autorstwa Barttomieja Bzdegi,
opublikowany na Poznanskim Portalu Matematycznym, omawia
pojecie srodka masy inaczej barycentrum w kontekscie
geometrycznym. Wyjasnia, jak pojecie srodka masy mozna
zastosowac w réznych kontekstach geometrycznych, ilustrujac to
odpowiednimi przyktadami i wzorami.
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Zaczynajac od poczatku, wyobrazmy sobie, ze mamy uktad dwéch
punktéw materialnych o jednakowej masie. Wéwczas jasnym jest,
ze $rodek masy tego uktadu jest srodkiem odcinka faczacego te
punkty.
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Nieco inaczej jest w przypadku, w ktérym dane dwa punkty maja
r6zne masy. Niech beda to punkty A; i Ay o dodatnich masach
odpowiednio my i my.Umiesémy je na osi liczbowej, nadajac im
wspétrzedne odpowiednio x; i xp.Litera S oznaczymy barycentrum
tych dwéch punktéw.

Ay (my) s Az(ma)
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Zatézmy na poczatku, ze my i my sa liczbami naturalnymi. Punkt
A1 mozemy potraktowa¢ jako m; mas jednostkowych potozonych
na wspoétrzednej x1, analogicznie z punktem A,. Zatem Srednie
potozenie masy to

My TAZY iy TAZY

Ty + T+ AT T2+ Ta . Ty MuE Mo

my -+ ms my + s
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Wspotrzedna punktu S jest wiec $rednia wazong liczb x1 i x2, z
wagami odpowiednio my i my. Wz6r ten stosujemy takze gdy my i
my nie s3 liczbami naturalnymi.
Mozemy zatozy¢, zgodnie z tym, co sugeruje rysunek, ze x; < Xo.
Woéwczas
X < miXx1 + MaXxo < x
my + my

wiec srodek masy, czego nalezato sie spodziewaé, lezy pomiedzy
punktami Az i As.
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Prosty rachunek daje ponadto nastepujace zaleznosci:

miT1 + Mals MMy
my - |SA | =my | —————— — | = ——— (22 — 24),
my +my my + My
mMyIy + Mals myMa
my - |SAs| =ma - (22 — = (zg —241)-
my + Mg my + M

Zatem
mq - ‘5A1| =my - |SA2|

lub réwnowaznie

mo o |5A1|

m_ |5A
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To oznacza, ze w uktadzie dwéch punktéw materialnych odlegtosé
barycentrum od kazdego z nich jest odwrotnie proporcjonalna do
jego masy. To zgodne z intuicjg im bardziej masywny punkt, tym
blizej niego potozony jest srodek masy. Mozna zauwazy¢, ze
rownos$¢ my|SAi|=my|SAz| przypomina zasade dzwigni
dwustronnej. Punkt S jest takim punktem podparcia ktadki A1 Ao,
na ktérej koncach znajduja sie masy my i my, dla ktérego znajduje

sie ona w stanie réwnowagi, przy czym mase samej ktadki tu
zaniedbujemy.
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Zwieckszymy teraz liczbe wymiaréw: umiescimy punkty na
ptaszczyznie. To samo mozemy zrobi¢ w przestrzeni, nawet n
-wymiarowej, ale dla jasnoSci rozwazan poprzestaniemy na dwéch
wymiarach. Wéwczas barycentrum punktéw A;=(x1,y1) z masa m;
i Ao=(x2,y2) z masa my jest punkt

5 — mix1 + mMaXo miy1 + my»
m+my T omp+my
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Jego wspotrzedne wyznaczamy doktadnie tak samo jak w
przypadku jednowymiarowym na osi liczbowe;.

Wyznaczamy s$rednig wspétrzedna x oraz $rednia wspotrzedna y
masy catego uktadu.

y

y2 e
B Az(my)
Y +Hmavs -
ny iy - .’q
Yi et i
A (my)
X1 MY 120 X2 X
)y
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Powyzsze definicje uogélniaja sie w naturalny sposéb na wicksza
liczbe punktéw. Barycentrum uktadu punktéw

Ai = (xi,yi)z masa m;,dlai=1,2,....n
jest punkt

mixy + mMoxo + ...+ MpXy, mMiy1r + Moys + ... + mpyn
my+my~+ ...+ my ’ my+my+ ...+ my

S = ).
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Jako przyktad podajemy srodek ciezkosci tréjkata. Umieszczajac w
kazdym wierzchotku tréjkata ABC jednakowa mase m, otrzymamy
barycentrum w punkcie

mxa + mxg + mxc mya + myg + myc
m+m+m m+m+m

5=(

) =

XA+ Xxg+Xxc yat+ys+yc

przy czym A=(xa,ya), B=(xg,y8) i C=(xc.yc) . Jest to dobrze
znany wzér na $rodek ciezkosci tréjkata w uktadzie wspétrzednych
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Teoria

Twierdzenie 1

Podzielmy dany zbiér punktéw z masami na dwa niepuste
podzbiory. Niech jeden z nich ma faczng mase M; i srodek masy
51, a drugi faczng mase M, i Srodek masy Sp. Wéwczas srodek S
masy catego zbioru pokrywa sie z barycentrum punktéw S; i S, z
masami odpowiednio My i M.
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Aby zademonstrowac site tego twierdzenia, popatrzmy jeszcze raz
na $rodek ciezkosci tréjkata ABC czyli barycentrum punktéw A, B i
C o jednakowej masie m. Niech A i B stanowia pierwszy (niebieski)
podzbiér, a pojedynczy punkt C drugi (zielony). Srodkiem S;
niebieskiego ukfadu jest srodek odcinka AB, caty ukfad ma mase
2m. Srodkiem zielonego ukfadu jest punkt S, = C, caty uktad ma
mase m.
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Wobec tego oraz na mocy twierdzenia 1, srodek S ciezkosci tréjkata
lezy na srodkowej CS; boku AB, w dodatku spetnia warunek
|ICS|  2m

_ "M,
|ISS1] m
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Whioski z Twierdzenia 1:

Niech S bedzie barycentrum pewnego zbioru punktéw z masami.
Podzielmy ten zbiér na dwa podzbiory, jeden o srodku masy S,
drugi S;. Woéwczas punkty S1, S i So leza na jednej prostej (sa
wspétliniowe).

Jesli zbior z poprzedniego punktu jest dos¢ duzy, to mozemy
podzieli¢ go na dwa podzbiory na wiele sposobéw. Kazdy podziat
wyznaczy nam pewna prosta. Wszystkie otrzymane w ten sposéb
proste przechodza przez jeden punkt (sa wspétpekowe), a punktem
tym jest S.

Klasycznym przyktadem zastosowania tych wnioskéw jest
nastepujace twierdzenie, odwrotne do twierdzenia Cevy.
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Twierdzenie 2

Na bokach BC, CA i AB tréjkata ABC wybrano odpowiednio
punkty P, Q i R. Jesli zachodzi réwnos¢

|AR] - [BP|-|CQ| = |AQ| - [BR]| - |CP|
to odcinki AP, BQ i CR przecinaja sie w jednym punkcie.
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Twierdzenie 3

Srodek masy jednorodnej ptytki w ksztatcie tréjkata ABC pokrywa
sie z barycentrum punktéw A, B i C, wzietych z jednakowymi
masami.
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Przyktad

Na koniec zajmiemy sie nastepujacym zagadnieniem:
lle wody nalezy nala¢ do szklanki, aby srodek masy szklanki z woda
byt potozony jak najnizej?

Dawid Nowak(UAM) 22/31




Zaczniemy naturalnie od pustej szklanki. Z fatwosciag mozemy
zmierzy€ jej mase M, wysokos¢ h oraz promien denka r. Zaktadamy
przy tym, ze szklanka ma ksztatt matematycznej powierzchni walca
z jedna podstawa, wykonana jest z substancji jednorodnej, a jej
Sciany s3 zaniedbywalnie cienkie. Wéwczas masa kazdego kawatka
szklanki jest proporcjonalna do pola powierzchni tego kawatka.

23/31
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Jest rzecza jasna, ze barycentrum szklanki, zaréwno pustej jak i
petnej, lezy na jej osi obrotu. Interesuje nas zatem tylko jedna
wspotrzedna: wysokos¢. Denko szklanki ma mase proporcjonalng
do 7r?, a $rodek jego masy znajduje sie na wysokosci 0. Masa
powierzchni bocznej szklanki jest proporcjonalna do 27rh, jej
barycentrum znajduje sie na wysokosci %h. W takim razie
barycentrum pustej szklanki jest na wysokosci

0-mwr?+3%h-27rh
wr2 + 27rh
h2
r+2h
Dalej bedziemy zakfada¢, ze po prostu znamy H i M.

H =
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Jesli nalejemy do szklanki bardzo niewiele wody, to barycentrum
ukfadu znajdzie sie nad powierzchniag wody. Natomiast dla petnej
szklanki barycentrum uktadu jest pod powierzchnia wody. W miare
napetniania szklanki potozenie barycentrum oraz powierzchni wody
zmieniaja sie w sposéb ciagly. Zatem z wtasnosci Darboux w
pewnej chwili barycentrum uktadu znajdzie sie na powierzchni
wody. Oznaczmy przez x poziom wody o tej wtasnosci.
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Niech nadto x_ < x < xy. Przez S., S i S§; oznaczmy barycentra
ukfadu szklanki i wody wlanej do poziomu odpowiednio x. , x i x..
Niech B, bedzie barycentrum samej warstwy L, wody pomiedzy

poziomami x i xy, analogicznie B dla warstwy L. pomiedzy x i x.
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Uktad szklanki z wodg do poziomu x; potraktujemy jako sume
uktadu szklanki z woda do poziomu x oraz warstwy L. Z tego
wnioskujemy, ze punkt Sy lezy na odcinku SBy. Podobnie szklanka
z woda do poziomu x jest sumg uktadu szklanki z woda do
poziomu x_ oraz warstwy L_, wiec punkt S lezy na odcinku S B. To
rozumowanie dowodzi, ze S; i S. sa potozone wyzej niz S, zatem
srodek masy uktadu jest najnizej, gdy znajduje sie na powierzchni
wody.

Dawid Nowak(UAM) 28/31




Masa wlanej wody, czy jakiejkolwiek innej cieczy, jest réwna wr?xp,
gdzie p oznacza jej gestos¢. Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy

M

A= —
wr2

czyli masa cieczy wynosi Mx/A. Barycentrum samej cieczy znajduje
sie na wysokosci %x. W takim razie nalezy rozwiazaé réwnanie
MH + (Mx/A) - 3x _
M + Mx/A N
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ktére po przeksztatceniu staje sie réwnaniem kwadratowym
Ix? 4+ Ax — AH = 0. Jedynym dodatnim rozwiazaniem tego
réwnania jest

x = (A2 +2AH)z — A

przy czym H oznacza wysokos$¢ barycentrum szklanki, zas A ma
ciekawa interpretacje fizyczna: jesli masa wlanej cieczy jest réwna
masie szklanki, to ciecz, o ile sie nie wyleje, siega do wysokosci A .
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