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Abstract







Rozdzial 1

Wprowadzenie

Na podstawie ksigzki prof. Bobrowskiego. Teoria prawdopodobienstwa tra-
dycyjnie nazwana rachunkiem prawdopodobienstwa zajmuje sie modelami zja-
wisk losowych (przypadkowych). Opiera sie ona na sformalizowaniu pojecia
czestosci, gdy dazy ona do statej wartosci, czyli prawdopodobienstwa.

Pojecie to po raz pierwszy zostato sprecyzowane przez Jakuba Bernoulliego
(1654-1705) w dziele ,,Ars consectandi”, wydanym w 1713 r. Bernoulli rozumie
tu prawdopodobienstwo jako stopien pewnosci.

Powstanie i rozwdj rachunku prawdopodobienstwa zwigzany byt gtéwnie z
grami hazardowymi, mimo ze, jak sie okazato, ma on bardzo duze mozliwosci
zastosowan. Nadal jednak przy objasnianiu prawidtowosci bardzo przejrzysta
interpretacje uzyskuja takie zjawiska jak: rzut moneta, rzut kostka do gry, loso-
wanie okre$lonych kart z talii itp. Te ilustracje maja na celu eliminacje drugo-
rzednych aspektéw zagadnienia i koncentracje uwagi na czynnikach istotnych
dla zjawisk losowych.

Powstanie nowoczesnej teorii prawdopodobienstwa zawdzigczamy przede
wszystkim Andrejowi Kotmogorowowi (1901-1982), ktéry w ramach ogélne;
teorii miary stworzyt tzw. aksjomatyczny model teorii prawdopodobienstwa,
pozwalajacy miedzy innymi uniknaé sprzecznosci przy budowie modeli zjawisk
losowych.

Aby wyjasni¢ otaczajaca nas rzeczywistos¢ i wystepujace w niej zjawiska,
nauka oraz praktyka dnia codziennego tworzg odpowiednie modele. Znakomi-
ta wiekszos¢ z nich to modele matematyczne. Korzystaja one nie tylko z praw
odpowiedniej nauki, ale zbudowane sg w ramach wybranej dyscypliny mate-
matycznej. Cel budowy takich modeli sprowadza sie do tego, aby na podstawie
wlasciwych dla danej dyscypliny matematycznej metod otrzymac¢ wyniki, kto-
rych interpretacja pozwala lepiej poznac, oceni¢, objasni¢, przewidzie¢ ewolucje
otaczajacej nas rzeczywistosci.

Modele matematyczne mozna podzieli¢ na dwie zasadnicze grupy: modele
deterministyczne formutowane gtéwnie w jezyku analizy matematycznej i mo-
dele losowe (probabilistyczne®) korzystajace z metod rachunku prawdopodo-

L Probabilis znaczy w jezyku tacinskim godny uznania przyjecia.
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bienstwa. Dla tego samego zjawiska moga istnie¢ rézne modele. Przyktadem
jest fazowa i korpuskularna teoria propagacji (rozchodzenia sie) $wiatta.

Tak wiec podstawowym terminem wspoétczesnego rachunku prawdopodo-
bienstwa jest pojecie zdarzenia losowego lub przypadkowego. Zrozumienie te-
go, co znaczy ,przypadkowe”, konieczne jest dla dobrego poznania koncepcji
rachunku prawdopodobienstwa.

Rozpatrzmy najpierw nastepujacy przyktad. Codziennie odbywam spacer
po roéznych $ciezkach miejskiego parku. Zdarza sie, od czasu do czasu, ze spo-
tykam kolezanke, majaca taki sam zwyczaj. Sa to spotkania niezamierzone,
ktorych nie mozna z gory przewidzie¢, a do ktérych dochodzi w wyniku wielu,
na og6t nieuchwytnych, a nawet nieuswiadamianych sobie powodéw, zaréwno
ze strony kolezanki, jak i mojej. Méwimy, ze sg to spotkania przypadkowe.

Juz w starozytnosci bardzo wnikliwie analizowano, co to znaczy, ze zdarze-
nie jest przypadkowe w odrdéznieniu od zdarzenia koniecznego (deterministycz-
nego), tzn. takiego, ktére jest nastepstwem wystepowania ustalonej przyczyny.
Natomiast o zdarzeniach przypadkowych méwiono, ze ich przyczyna jest traf,
fortuna, fatum (po grecku tyche po polsku los). Arystoteles (388-332) tak pisat:
.- Wiele rzeczy powstaje i istnieje dzieki przypadkowi i trafowi... Wszystko
jednak co nazywamy przypadkiem lub trafem ma swojg okreslona przyczyne”.
Isaac sir Newton (1643-1727) utrzymywal, ze zjawiska przypadkowe to wynik
naszej ignorancji. Wobec tego, aby wyjasni¢ jakis fragment rzeczywistosci, na-
lezy stworzy¢ jego mechaniczna teorie. Poglad ten przetrwat wiek XVIII i XIX
i zostal zachwiany dopiero w wieku XX przez mechanike kwantowa. Do tego
czasu panowato przekonanie, ze w miare postepu nauki zdarzenia przypadkowe
znikng zupetnie.

Reminiscencje, na szczescie coraz rzadsze, tego pogladu panujg u wielu do
dzis. Uwazaja oni bowiem, ze rachunkiem prawdopodobienstwa musza poshtu-
giwaé sie z tego powodu, ze nie potrafig skonstruowaé¢ modelu deterministycz-
nego.

Zwroémy jeszceze uwage na fakt, ze poniewaz nie zawsze jesteSmy w stanie
wyswietli¢ przyczyne zdarzenia przypadkowego, zatem moze pojawic si¢ mniej
lub bardziej nieracjonalny poglad, iz zdarzenia takie maja zupetnie nieuzasad-
nione przyczyny, np. konfiguracja planet wptywa na los konkretnego cztowieka,
szczesliwe liczby w dacie na dobrg prognoze przedsiewziecia itp.

W przesztosci do$¢ czesto mniemano, ze zjawiska przypadkowe sa wynikiem
czaréw i wobec tego nalezy je w sposob magiczny odczarowac. Iluz naiwnych
ludzi takze obecnie ulega takim sugestiom?

Nawet jesli wystepowanie wielu zjawisk przypadkowych mozna uzasadnié¢
w sposob naukowy, to liczba przyczyn moze by¢ tak wielka, ze $ciste ich wyja-
$nienie staje sie niemozliwe. Tak np. mimo ze zmiany atmosferyczne podlegaja
znanym prawom fizyki, to przewidywanie pogody nie moze mie¢ charakteru de-
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terministycznego. W otaczajacym nas swiecie nie wystepuje zjawisko, ktore nie
charakteryzowatoby sie, w mniejszym lub wiekszym stopniu, przypadkowoscia.
Jesli jednak z olbrzymiego zbioru czynnikéw mozna wybraé te, ktoére pozwola
opisa¢ dane zjawisko w uproszczony sposob, to méwimy, ze stworzyliSmy jego
deterministyczny model. Tak postepuje sie w wielu naukach: fizyce, technice,
biologii.

Dla wielu probleméw naukowych budowa takiego modelu deterministycz-
nego jest niewystarczajaca. Wowczas zagadnienie udaje si¢ analizowac przy za-
stosowaniu ,modelu probabilistycznego” uwzgledniajacego takze wpltyw czyn-
nikéw drugorzednych, a wiec przypadkowych. Udaje si¢ to wowczas, gdy po-
trafimy ustali¢, jak czesto one wystepuja i jaki jest zakres ich wptywu. Tak
np. okazuje sie, ze w naszych warunkach klimatycznych, mimo ze do dzi$ nie
wiadomo, jaka jest tego przyczyna, czestos¢ urodzin chtopca wynosi 0,51 a
dziewczynki 0,49.

Podrzucam okragla monete, moneta obraca sie w powietrzu i upada na
stot, odkrywajac jedna strone — awers (orzel”) lub rewers (,reszka”). Czyn-
nos¢ te powtarzam wielokrotnie. Niezaleznie od tego, jak bardzo staratbym sie
powtarza¢ warunki (wysoko$¢ podrzucania, poczatkowa predko$é i moment
obrotu), wynik bedzie r6zny, raz wypadnie "orzel” | a w innym rzucie "reszka” .
Jest to wynik nieuchwytnych przyczyn np. drobnych nieréwnosci powierzchni
stotu itp. Zasadnicze warunki pozostaja niezmienne, natomiast drugorzedne
czynniki zmieniajg sie przypadkowo miedzy jednym a drugim rzutem.

Powr6émy do naszego przyktadu. Moge sukcesywnie liczy¢, jaka czestosé
majg nasze spotkania i interesujaca bedzie niewatpliwie sytuacja, gdy czestos¢
ta bedzie sie stabilizowala na jakim$ poziomie. Swiadezyé to bedzie o tym, ze
przyczyny powodujace przypadkowe spotkania cechuje co prawda nie determi-
nizm, ale mimo wszystko jakas prawidtowos¢, ktora rézni je od zupelnie cha-
otycznych spotkan, w ktorych czesto$é w miare uptywu czasu moze zmieniac sie
w sposob niemozliwy do przewidzenia. Zjawiska charakteryzujace sie stabilng
czestoscia nazywamy losowymi (przypadkowymi). Modelami matematycznymi
takich zjawisk zajmuje sie rachunek prawdopodobienstwa.

Tak zycie codzienne, jak i doswiadczenia naukowe potwierdzaja, ze sta-
bilnos¢ czestosci stanowi wtasnosé Swiata, ktéra powoduje, iz jest on pro-
babilistycznie poznawalny. Postugujac sie modelami probabilistycznymi, nie
mozemy okresli¢ (obliczy¢), jaka wartosé przyjmie interesujaca nas wielkosé
(np. temperatura, ciSnienie atmosferyczne), a mozemy tylko ocenié¢ parametry
charakteryzujace rozktad prawdopodobienstwa przyjmowanych wartosci.

Tak wiec pomimo skomplikowanych przyczyn wystepowania pewnych zda-
rzen mozna obserwowal prawidtowos$¢ czestosciowa. Dla takich zdarzen nie
mozemy nadal przewidzie¢ z cata pewno$cig ich wystapienia, ale mozemy prze-
widywac ich wystapienie w przysztosci opierajac na zaobserwowanej prawidto-
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wosci czestosciowej. Oczywiscie moga pojawiaé sie zdarzenia, ktére w ogdle
nie wykazuja nawet prawidlowosci czesto$ciowej. Zjawiska takie nazywamy
chaotycznymi. Zajmuje sie nimi od kilkudziesieciu lat teoria tzw. chaosu de-
terministycznego. Natomiast teoria prawdopodobienstwa dotyczy tylko takich
zjawisk o niewiadomej ewolucji, dla ktérych mozna przyjac, ze charakteryzuja
sie stabilnoscia czestosci. Pojedyncze zdarzenie pozostaje nadal nieprzewidy-
walnym, natomiast dla wielu analogicznych zdarzen daja sie zaobserwowaé
okreslone prawidlowosci polegajace na tym, ze wartosci beda z okreslong cze-
stoscig wystepowa¢ w ustalonych granicach.

Ogolnie biorgc model probabilistyczny jest na pewno mniej korzystny w za-
stosowaniach od modelu deterministycznego ze wzgledu na rodzaj i ilos¢ in-
formacji. Z drugiej strony oparcie sie na deterministycznej prognozie (np. zna-
jomo$¢ doktadnej daty wypadku samochodowego) moze mie¢ negatywne zna-
czenie psychiczne.

Wspotcezesna teoria prawdopodobienstwa jest jednym z dziatow matema-
tyki tak samo $cistym jak inne dyscypliny matematyczne. 7 drugiej strony
dla uzytkownika probabilistyki wazna jest nie tyle precyzja matematyczna ile
umiejetno$¢ rozpoznania w konkretnym zagadnieniu, jakie sa jego probabili-
styczne aspekty i rozumienie zastosowanych metod w jego rozwigzywaniu tak,
aby otrzymac¢ wynik mozliwie najbardziej wiarogodny.



Rozdzial 2

Ogolna teoria

2.1. Zdarzenia niezalezne

Pojecie zdarzen niezaleznych i zaleznych probabilistycznie lub stochastycz-
nie jest jednym z bardzo waznych pojec¢ teorii prawdopodobienstwa. Na samym
wstepie trzeba zaznaczy¢, ze zaleznos$¢ probabilistyczna nie jest rownowazna
zaleznosci przyczynowo—skutkowej. W praktyce jednak, gdy nie ma mozliwosci
stwierdzenia metodami probabilistycznymi niezaleznosci zdarzen, a widoczny
jest brak zaleznosci przyczynowo-skutkowej, zaktadamy réwniez niezaleznosé
probabilistyczng tych zdarzen.

Definicja 1. Dwa zdarzenia A © B nazywamy niezaleznymi jezeli spetniajg
warunek:

P(AN B) = P(A) - P(B). (2.1)

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze warunek (2.1) jest rGwnowazny, intuicyjnie bar-
dziej zrozumiatemu, lecz mniej wygodnemu przy sprawdzaniu, warunkowi:

P(A|B) = P(A).

Niezaleznos¢ zdarzen Scisle uwarunkowana jest przyjeta miara probabili-
styczng i dwa zdarzenia niezalezne przy jednej mierze probabilistycznej moga
by¢ zalezne przy innej mierze probabilistycznej okreslonej na tym samym cie-
le zdarzen. Nie nalezy myli¢ zdarzen roztacznych, dla ktéorych AN B = (),
P(AN B) = 0 i zdarzen niezaleznych, dla ktérych zachodzi (2.1).

2.2. Prawdopodobienstwo calkowite

Zajmiemy si¢ zagadnieniem obliczania prawdopodobienstwa zdarzenia A,
ktore wystapi¢ moze tacznie z jednym ze zdarzen H; (i = 1,2,..., N) tworza-
cych podzial przestrzeni zdarzen elementarnych.

Definicja 2. Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A € F, obliczane na
podstawie znajomosci prawdopodobienstw warunkowych P(A|H;), nazywamy
prawdopodobienstwem catkowitym tego zdarzenia.
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Prawdopodobienstwo catkowite nie jest inng miara probabilistyczna (ja-
ka bylo np. prawdopodobienstwo warunkowe), lecz wskazuje na sposéb jego
obliczania.

Twierdzenie 1. Jezeli zdarzenia H; (i = 1,2,...,N) tworzq podzial prze-
strzeni zdarzen elementarnych, przy czym N jest dowolng liczbg naturalng lub
oznacza symbol oo i dla kaidego H; jest P(H;) > 0, wéwczas dla dowolnego
zdarzenia A zachodzi réuno$é

P(A) = ZP(A|Hi)P(Hi)~ (2.2)

i=1

Dowéd: Poniewaz z zatozenia P[(UN, H;)'] = 0, wiec

P(A) = P(AN LNJ H;)+P[AN (fj ]

=1 =1

PIUANH)] =Y. P(ANH;) =Y P(A|H,)P(H,).

i=1 i=1 i=1

Zaleznosé miedzy zdarzeniami, o ktérych mowa w twierdzeniu (1) ilustruje
Rysunek 2.1.

Hs ;/\A
S

Hy

N\

Rysunek 2.1. Ilustracja twierdzenia (1)




Rozdziatl 3

Metodologia







Rozdziat 4

Opis funkcji R (Python)







Rozdzial 5

Przykilady

5.1. Przyklad 1

5.2. Przyklad 2

Poréwnanie metod znajduje si¢ w Tabeli 5.2.

Tabela 5.1. Wyniki dziatania algorytméw

Zbior danych  Algorytm 1 Algorytm 2

A 95% 96%
B 97% 89%
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