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Wprowadzenie

Analize dynamiki zjawisk masowych przeprowadza si¢ na podstawie
szeregbw czasowych (ang. time series). Sa to ciagi (Y:) wartosci
badanego zjawiska obserwowanego w kolejnych jednostkach czasu.
Zmienng niezalezng jest czas, a zmienng zalezng — wartosci
liczbowe badanego zjawiska.
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Szeregi czasowe w R

Do konstrukcji szeregu czasowego wykorzystywana jest funkcja ts.
Jesli mamy juz szereg czasowy, to mozemy uzyskaé z niego wiele
informacji. Wykorzystywane s3 do tego nastepujace funkcje: start
(poczatkowy okres), end (koricowy okres), frequency (liczba
podokreséw), deltat (odstep czasowy pomiedzy obserwacjami, np.
dla miesiecy mamy 1/12), time (wektor czaséw, w ktérych mamy
obserwacje z szeregu). Do wizualizacji danych zebranych w postaci
szeregu czasowego stuzy funkcja ts.plot, ktérej argumentem moze
by¢ kilka szeregéw czasowych (zostang zwizualizowane na jednym
wykresie).
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Podstawowe funkcje to: Sys.time (data wraz z godzing), Sys.Date
(data bez godziny). Do wprowadzania danych jako dat stuzy
funkcja as.Date, ktérej argumentem jest data. DomysIny format
daty, to cztery cyfry na rok, dwie na miesiac i dwie na dzien,
oddzielone kreska lub ukos$nikiem. Jesli chcemy uzy¢
niestandardowego formatu, nalezy go wyspecyfikowa¢ jako wartosé¢
parametru format wedtug oznaczen zawartych w ponizszej tabeli.

MONTH HOUR SECONDS TIMEZONE OFFSET
[e] [e] [e] [e]
[2018 - 07 | 31][12115 {00/233|[+01:00
(o} o] ] o
YEAR DAY MINUTES MILLISECONDS
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Symbol Meaning Example

%a Abbreviated weekday name Tue
YA Full weekday name Tuesday
%b Abbreviated month name Apr
%R Full month name April
%C Century: the integer part of the year divided by 100 20
%d Day of the month 1.}
%H Hours as decimal number [00-23) 13
%l Hours as decimal number [01-12) 1
%m Manth as number [01-12) 04
%M Minute as number (00-59) 12
%p AM/PM indicator for 12-hour time (%) PM
%S Second as integer [(00-61) 12
%u Weekday as a decimal number {1-7, Monday is 1) 2
Bew Weekday as decimal number (0=6, Sunday is D) 2
%y 2-Digit Year (00-59) 19
LA 4-Digit Year 2019,
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Data przechowywana jest jako liczba dni, jaka uptyneta od 1
stycznia 1970 roku (POSIXct). Mozna réwniez podaé date jako
liczbe dni, ktéra uptyneta od pewnej daty poczatkowej. Jesli
chcemy sie dowiedzieé, jakim dniem, miesigcem lub kwartatem jest
dana data mozemy uzy¢ funkcji weekdays, months oraz quarters.
Czesto mozemy by¢ zainteresowani jaka byta réznica pomiedzy
dwoma datami. W R réznice te mozemy wyrazi¢ w sekundach,
minutach, godzinach, dniach i miesigcach uzywajac funkgcji difftime
i okreslajac parametr units na secs, mins, hours, days, weeks
odpowiednio. Przy konstrukcji szeregdw czasowych potrzebne nam
sg sekwencje dat. Mozna je z fatwoscig utworzy¢ korzystajaca z
poznanej wczesniej funkcji seq z wykorzystaniem jej parametru by,
ktéry moze przyjmowacé warto$ci bedace jednostkami czasowymi.
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Model wahan w czasie

Modelem wahah w czasie nazywamy konstrukcje teoretyczna
opisujaca ksztattowanie sie okre$lonego zjawiska jako funkcje
czasu, wahan okresowych (periodycznych) i przypadkowych
(nieregularnych). Tradycyjnie analizy prawidfowosci w rozwoju
zmiennej dokonuje sie poprzez wyodrebnianie w szeregu czasowym
jego elementéw sktadowych, co nosi nazwe dekompozycji tego
szeregu. W najogdlniejszym przypadku zaktada sie, ze w szeregu
czasowym moga wystapic¢ cztery sktadniki:

Q trend — Ty,

@ wahania cykliczne — G,

@ wahania sezonowe — S,

@ wahania nieregularne, przypadkowe — /;.
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Model wahan w czasie
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Model wahan w czasie

Wyrézniamy dwa podstawowe modele naktadania sie na siebie
poszczegdlnych elementéw czyli powstawania szeregu czasowego:
e model addytywny: wahania (sezonowe i przypadkowe) s3 state
i sumuja sie z trendem.
o model multyplikatywny: wahania s3 proporcjonalne do
poziomu zjawiska co znaczy, ze nakfadaja sie na trend w
sposéb iloczynowy.

g
- ‘_,‘.—_f—/"_’__——_ g’
T T 2 T
0 10 2 30 a0 50 60 1050 1052 1054 1056 1958 1950

Airline Passenger Numbers - As the time series increases in
magnitude, the seasonal variation increases as well. Here we
should use the multiplicative model

Australian beer production - The seasonal variation looks
constant; it doesn't change when the time series value
increases. We should use the

Additive: Multiplicative:
Time series = Trend * Seasonal *Random

Time series = Seasonal + Trend + Random




Model wahan w czasie

Trend charakteryzuje dtugookresowa tendencje zmian w szeregu
czasowym. Moze on oznacza¢ w miare regularnie powtarzajacy sie wzrost
lub spadek wartosci zmiennej Y lub tez brak wyraznej tendencji zmian.
Pozostate trzy sktadniki szeregu czasowego to réznego typu odchylenia
od tendencji dtugookresowej. Wahania cykliczne oznaczajg powtarzajace
sie (niekoniecznie regularnie) wahania o czasie trwania dtuzszym niz rok.
Wahania sezonowe oznaczaja takie odchylenia od trendu, ktére
powtarzaja sie w czasie w sposéb regularny i ktérych peten cykl zawiera
sie w ciagu jednego roku. Wahania sezonowe powtarzaja sie wedtug
pewnego ,wzorca" kazdego roku. Wahania sezonowe ksztattowane s3
przez czynniki naturalne (pory roku, pogode) oraz przez zwyczaje (np.
rézne $wieta). Wahania nieregularne (losowe) to te, ktére obejmuja
wszelkie odchylenia od trendu, bedace efektem dziatania na badang
zmienng niepowtarzalnych, nie dajacych sie przewidzie¢ ani prognozowad
zdarzen.
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Tendencja rozwojowa (trendem) nazywamy powolne, regularne i
systematyczne zmiany okre$lonego zjawiska, obserwowane w dostatecznie
dtugim przedziale czasu i bedace wynikiem dziatania przyczyn gtéwnych.
Przyjmuje sie, ze aby wyodrebni¢ trend, niezbedne s3 co najmniej
10-letnie badania. Wyrézniamy dwie metody wyodrebniania tendencji
rozwojowej szeregéw czasowych:

@ Metoda mechaniczna — opiera sie na $rednich ruchomych. Polega
ona na zastapieniu danych empirycznych Srednimi poziomami z
okresu badanego i kilku okreséw sasiednich. Srednie ruchome moga
by¢ obliczane z parzystej badz nieparzystej liczby wyrazéw
sasiednich.

@ Metoda analityczna — polega na dopasowaniu okreslonej funkcji
matematycznej do catego szeregu czasowego za pomoca MNK.
Istotny jest wybdr klasy funkcji trendu oraz prawidtowe oszacowanie
jej parametréw.
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Szeregi cz

Srednia ruchoma

Dla przyktadu $rednie ruchome trzyokresowe (k = 3) obliczamy

nastepujaco:
. Yi+ Yo+ Y-
Y, = 1+ 32 + 3,
. Yo+ Y3+ Y.
Y, = %

v . Y2+ Yo1+ Ya
= 3 .
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Szeregi czasowe

Srednia ruchoma

Natomiast w przypadku $redniej ruchomej dla parzystej liczby
okreséw (k = 4) obliczenia wykonujemy wedtug wzoréw:

?3: %Y1+Y2+Y3+Y4+%Y5’

4
v _ Yot Y3+ Yo+ Ys+3Ys
4 — 4 )
by %Yn74+ Yn73 + Yn72 + Ynfl + %Yn
Yoo = .

4

Zaleta tej metody jest prostota obliczen, wada natomiast jest
skracanie wyréwnanego t3 metoda szeregu czasowego. W naszym
przypadku dla k = 3 tracimy element pierwszy i ostatni, a dla

k = 4 tracimy dwa pierwsze i dwa ostatnie.
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Filtry

Filtry wygtadzajace

Oproécz najprostszej metody $redniej ruchomej mozna zastosowad,
duzo bardziej wyrafinowane metody zwane filtrami. Do
najpopularniejszych naleza filtr liniowy oraz wyktadniczy. Filtr
liniowy ma postac:

a

o 1
Vs gaig 2 Ve

I=—a

Jest to w zasadzie nieco zmodyfikowana $rednia ruchoma.
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Filtry

Filtry wygtadzajace

Filtr wyktadniczy, ktéry bywa réwniez nazywany wygtadzaniem
wykfadniczym BROWNA, opiera si¢ na zafozeniu, ze wartosé
szeregu czasowego powinna bardziej zaleze¢ od obserwacji bliskich
niz dalekich, co daje

AYt+1 = OéYt_]_ + (1 - Oé) AYt.

Istotny jak widac jest w tym przypadku wybér wartosci startowe;j,
najczesciej jest za nig przyjmowana wartos¢ poczatkowa szeregu Y;
lub jest to Srednia z pierwszych czterech lub pieciu obserwacji
poczatkowych. Takie proste wygtadzanie wyktadnicze uzywane jest
w przypadku prognoz krétkoterminowych, gdy dane nie wykazuja
trendu ani sezonowosci.

Analiza danych (W7) — Analiz egéw czasowych



Filtry

Filtry wygtadzajace

W przypadku wystapienia trendu uzywa sie podwdjnego
wygtadzania wyktadniczego HOLTA postaci:

St=aYi+(1—a)(St-1+b-1), 0<a<l
by = (St — St-1) + (1 = B)br—1, 0<pB<1
oraz
AYtJrl = S;+ b;

gdzie S; jest wygtadzona warto$cig zmiennej prognozowanej w
chwili t, a by wygtadzona wartoéciag przyrostu trendu w okresie t.
Za wartosci startowe przyjmuje sie S = Yi oraz by = Yo — Y7 lub
b1 = (Yn— Y1)/(n—1). Jesli dodatkowo uwzglednimy sezonowo$¢
to dostaniemy potrdjne wygtadzanie wyktadnicze, zwane réwniez
metoda WINTERSA (pojawia sie tam dodatkowy parametr 7).
Ogdlnie wygtadzenie wyktadnicze jest nazywane filtrem
HoLTA-WINTERSA.
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Filtry

Filtry wygtadzajace w R

Filtr liniowy realizuje funkcja filter, ktdrej pierwszym argumentem
jest szereg czasowy, natomiast drugim argumentem jest wektor
wag. Filtrowanie wyktadnicze realizuje funkcja HoltWinters, ktorej
pierwszym argumentem jest szereg czasowy, nastepne trzy
parametry alpha, beta i gamma okreslaja wartosci odpowiednich
parametréw modelu. Jedli nie zostang podane (ustalenie na NULL
wyklucza parametr z modelu), funkcja poszuka wartosci
minimalizujacych btad $redniokwadratowy predykcji.
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Filtry

Metoda analityczna

Najczesciej stosowana jest funkcja liniowa postaci:
Ye=ap+ a1 t+ey,

gdzie € oznacza sktadnik losowy. Na podstawie danych z szeregu
empirycznego wyznacza sie oszacowanie tej funkcji:

Vtzao-i-al't,

gdzie estymatory parametréw wyznaczamy wedtug wzordw:

n n
123 Y-t 63V
o t=1 t=1
a) = 3 — s

n°>—n n

ap = Y—al-?.
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Autokorelacja i modele ARIMA

Autokorelacja

Aby powyzsze wzory byty poprawne, odchylenia resztowe muszg byé
losowe oraz nie moze wystepowaé autokorelacja (ACF) (ang.
autocorrelation) sktadnika losowego. Autokorelacja wystepuje wtedy, gdy
skutki dziatania zmiennosci losowej nie wygasajg w danym okresie t, lecz
s przenoszone na okresy przyszte t+ 1 (autokorelacja rzedu pierwszego),
t+ 2 (autokorelacja rzedu drugiego) itd. Autokorelacja rzedu k
(popularnie zwana opéznieniem) jest funkcja, ktéra argumentowi
naturalnemu k przypisuje warto$¢ wspdtczynnika korelacji PEARSONA
pomiedzy szeregiem czasowym, a tym samym szeregiem cofnietym o k
jednostek czasu. Formalnie (dla proceséw stacjonarnych):

o0 =1

gdzie

Y(k) = col(Ye, Yerw) = El(Ye = ) (Yeri — )]

jest autokowariancja rzedu k oraz u = E(Y}).
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Autokorelacja i modele ARIMA

Autokorelacja

Najczesciej spotykana forma autokorelacji jest autokorelacja dodatnia.
Dodatnio skorelowane zaburzenia losowe nie zachowuja sie catkowicie
chaotycznie. Jesli w okresie t btad losowy byt dodatni, to
prawdopodobienstwo, ze w okresie t 4+ 1 bedzie on takze dodatni, jest
wyzsze niz prawdopodobienstwo, ze w okresie tym bedzie on ujemny.
Spowodowana jest ona zwykle rozciggnieciem na dtuzej niz jeden okres
skutkéw zdarzen losowych wptywajacych na poziom zmiennej objasnianej.
Rzadziej spotykana forma autokorelacji jest autokorelacja ujemna. W
takim przypadku prawdopodobienstwo wystgpienia po dodatnim btedzie
losowym ujemnego btedu jest wyzsze niz prawdopodobienstwo
wystapienia dodatniego btedu. Autokorelacja moze by¢ takze
spowodowana przyjeciem btednej postaci funkcyjnej dla estymowanego
modelu. Sprawdzenie istotnosci autokorelacji sktadnika losowego
nastepuje najczesciej za pomoca testu DURBINA-WATSONA, w ktérym
hipoteza zerowa zaktada brak autokorelacji.
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Autokorelacja i modele ARIMA

Autokorelacja — wykresy

a) Brak autokorelacji b) autokorelacja dodatnia c) autokorelacja

ujemna
u; %3
O , O ,
e ® Uj—1 e ® Ui—1




Autokorelacja i modele ARIMA

Modelowanie szeregéw czasowych z autokorelacja

Jesli autokorelacja wystepuje szereg czasowy modeluje sie poprzez:

@ Proces $redniej ruchomej (MA) rzedu g postaci:
q
Yi=c+ Z Bi€t—js
j=0

gdzie e jest czynnikiem losowym (o warto$ci oczekiwanej 0
oraz wariancji o), przy czym ¢; oraz £;;1 sa niezalezne dla
kazdej wartosci i.

danych (W



Autokorelacja i modele ARIMA

Modelowanie szeregéw czasowych z autokorelacja

@ Proces autoregresji (AR) rzedu p postaci:

P
Yi=ap+ ZOéth—i + €t.
i=1

W procesie AR(p) uwzgledniamy wptyw p poprzednich
wartosci szeregu na jego wielko$¢ w momencie t.
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Autokorelacja i modele ARIMA

Modelowanie szeregéw czasowych z autokorelacja

@ Proces autoregresji i $redniej ruchomej (ARMA) rzedu (p, q)
postaci:

P q
Ye=ao+ Y aiYe i+ Y BEr,
i=1 =0

w ktérym dodajemy dodatkowo efekt wptywu czynnika
losowego z poprzednich momentéw czasowych na wartos¢
szeregu w momencie t.
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Autokorelacja i modele ARIMA

Modelowanie szeregéw czasowych z autokorelacja

e Zintegrowany proces autoregresji i $redniej ruchomej (ARIMA)
rzedu (p, d, ). Jesli w danych wystepuje wyrazny trend
(proces jest niestacjonarny), nalezy taki trend usunaé przed
dalszg analiza. Trend usuwany jest poprzez réznicowanie d
razy. Stopien réznicowania okreslony jest przez stopien
wielomianu opisujacego trend (pojedyncze réznicowanie usuwa
trend liniowy, podwdjne kwadratowy itd.). Operacja
réznicowania polega na d krotnym zastepowaniu szeregu
szeregiem réznic wyrazdw sasiednich. Przy kazdej takiej
operacji dtugo$¢ szeregu zmniejsza sie o jeden. Gdy metoda
réznicowania dojdziemy do szeregu stacjonarnego obliczajac
réznice rzedu d, taki szereg nazywamy szeregiem
zintegrowanym stopnia d.
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Autokorelacja © modele ARIMA

Modelowanie szeregéw czasowych z autokorelacja

Pierwsze uzycie modelu
autoregresyjnego zostato podane
przez YULE'a w 1927 roku.
Zastosowat on ten model do
modelowania szeregéw czasowych
liczby plam na Stoncu.

George Udny Yule
(1871-1951)
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Autokorelacja © modele ARIMA

Modelowanie szeregéw czasowych z autokorelacja

In our lust for measurement, we
frequently measure that which we
can rather than that which we wish
to measure... and forget that there

is a difference.

— Ua'ruj Q’ufe S

Bibliografia

@ Yule, G.U. (1927). On a Method of Investigating Periodicities in Disturbed
Series, with Special Reference to Wolfer's Sunspot Numbers. Philosophical
Transactions of the Royal Society A 226:267—298.
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Autokorelacja i modele -

Stacjonarnosc

Stationary series Non-Stationary series

Srednia szeregu czasowego (trend) nie powinna by¢ funkcja czasu,
raczej powinna by¢ stafa.




Autokorelacja i modele ARIMA

Stacjonarnosc

Stationary series Mon-Stationary series

Wariancja szeregu czasowego nie powinna by¢ funkcjg czasu.
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Autokorelacja i modele ARIMA

Stacjonarnosc

Stationary series Non-Stationary series

Kowariancja i-tego i (i 4+ m)-ego sktadnika nie powinna by¢
funkcja czasu.
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Autokorelacja i modele ARIMA

Stacjonarnosc

Jesli nie mamy pewnosci co do stacjonarnosci szeregu, mozemy
sprébowaé zbadac¢ to jednym z dostepnych testéw stacjonarnosci.
Do najpopularniejszych nalezy test DICKEYA-FULLERA (DF) i
jego rozszerzona wersja (ADF). Hipoteza zerowa stanowi, ze szereg
jest niestacjonarny. Réwniez popularny jest test
KWIATKOWSKIEGO-PHILLIPSA-SCHMIDTA-SHINA (KPSS). W
nim hipoteza zerowa stanowi, ze szereg czasowy jest stacjonarny.
Proces AR oraz ARMA s3 stacjonarne jezeli wszystkie pierwiastki
réwnania charakterystycznego s3 wieksze co do wartosci
bezwzglednej od 1. Jezeli w modelu zawarto funkcje zalezna od
czasu t, to proces jest niestacjonarny. Proces MA jest zawsze
stacjonarny.

a danych (W7) — Anal



Autokorelacja i modele ARIMA

Stacjonarnosc

@ Proces Y; = %Yt_l + £: ma réwnanie charakterystyczne
postaci x — 2 = 0, ktére ma pierwiastek réwny 2. Jest to
zatem proces stacjonarny.

o Proces Y = Y1 — %thz + €+ ma réwnanie
charakterystyczne postaci x> — 4x+ 4 = 0, ktére ma
pierwiastek podwdjny réwny 2. Zatem jest to réwniez proces
stacjonarny.

o Proces Y; = %Yt,1 + %thz + €¢ ma réwnanie
charakterystyczne postaci X* + x — 2 = 0, ktére ma pierwiastki
rowne -2 i 1. Poniewaz nie s3 oba wieksze co do wartosci
bezwzglednej od 1, zatem proces jest niestacjonarny.

@ Proces Y; = —%Yt_z + £+ ma réwnanie charakterystyczne
postaci x* + 4 = 0, ktére ma dwa pierwiastki zespolone
postaci +2i, dla ktérych |2i] = /22 + 02 = 2. Czyli proces jest
stacjonarny.

Analiza danych (W7) — Ana regéw czasowych



Autokorelacja i modele ARIMA

Stacjonarnosc

Bibliografia

E Dickey, D.A., Fuller, W.A. (1979). Distribution of the
Estimators for Autoregressive Time Series with a Unit Root.
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Autokorelacja © modele ARIMA

Flowchart

1. Visualize the time series

2. Stationarize the series

3. Plot ACF/PACF charts and find

optimal parameters

4. Build the ARIMA model

5. Make Predictions

Tomasz Gdrecki Analiza danych (W7) — Analiza szeregéw czasowych
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Autokorelacja i modele ARIMA

Inne modele

Istnieje oczywiscie znacznie wiecej metod modelowania szeregéw
czasowych (oczywiécie mozna sprobowa¢ tez kazdej metody
regresyjnej), np.

o ETS — bardziej wyrafinowane wygtadzanie wyktadnicze.

o BATS — modele o ztozonej sezonowosci.

o THETA — wygtadzanie wyktadnicze z dryftem.

@ Prophet — metoda zaproponowana przez naukowcéw z
Facebooka, majaca dawac dobre prognozy bez ,recznego”
dopasowywania parametréw. Uwzglednia trend, sezonowos¢,
Swieta oraz punkty zmian.
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Autokorelacja i modele -

Inne modele

B Hyndman, R.J., Athanasopoulos, G. (2021). Forecasting: principles and practice,
3rd edition, OTexts: Melbourne, Australia.
OTexts.com/fpp3.Accessed03.01.2024

@ Taylor, S.J., Letham, B. (2017). Forecasting at scale. Peer) Preprints, Tech.
Rep. e3190v2



OTexts.com/fpp3. Accessed 03.01.2024

Korelacja krzyzowa i test przyczynowosci Grangera

Korelacja krzyzowa

Korelacja krzyzowe

Korelacja krzyzowa lub wzajemna (ang. cross correlation) — funkcja
wartosci wspdtczynnika korelacji Pearsona dwéch szeregow
czasowych. Oczywiscie mozemy réwniez przesuwaé szeregi
wzgledem siebie.

Przyczynowo$é w sensie Grangera

Przyczynowo$¢ w sensie GRANGERA (ang. Granger causality) — X
powoduje Y wtedy i tylko wtedy, gdy wtaczenie do modelu
przewidujacego zmienng objasniang Y wartosci zmiennej
objasniajacej X zwieksza trafno$¢ predykciji.
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Korelacja krzyzowa i test prazyczynowosci Grangera

Test Grangera

Test Grangera

Hp : Szereg czasowy X; nie wptywa
na prognozy szeregu czasowego Y.
H, : Szereg czasowy X; wptywa na
prognozy szeregu czasowego Y.

Bibliografia

@ Granger, C.W.J. (1969). Investigating
Causal Relations by Econometric Models
and Cross-spectral Methods.

Econometrica 37(3):424-438. sir Clive William John
Granger (1934-2009)
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Korelacja krzyzowa i test prayczynowosci Grangera
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