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Zagadnienie klasyfikacyjne

Rozwazmy klasyczny problem klasyfikacyjny polegajacy na wyznaczeniu
procedury pozwalajacej na przyporzadkowanie danego obiektu do jednej z
K populacji na podstawie obserwacji p cech charakteryzujacych ten obiekt.

Klasyfikowany obiekt mozemy opisa¢ za pomoca pary losowej (X, Y),
gdzie X = (X1, X2,...,X,) € RPoraz Y € {0,1,...,K — 1}.
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Zagadnienie klasyfikacyjne

W dalszym ciggu rozwazmy jedynie przypadek K = 2. Istnieje wiele
technik pozwalajacych na rozszerzenie zagadnienia binarnego na
zagadnienie wieloklasowe (Krzysko i Wotynski, 2009).

Wtedy

Zauwazmy, ze
P(Y =1 X =x) = E(Y|X = x) = r(x),

gdzie r(x) jest funkcja regresji zmiennej losowej Y wzgledem wektora
losowego X.
Stad

o= { b @21

, r(x)<1/2.
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Dane funkcjonalne

Zatézmy teraz, ze klasyfikowany obiekt opisany jest p-wymiarowym
procesem losowym X(t) = (X1(t), Xo(t), ..., Xp(t))', z ciagtym
parametrem t € | oraz ze X(t) € L5(1), gdzie Lo(/) jest przestrzenia
Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem.

Ponadto zat6zmy, ze proces ten podlega obserwacji w skonczonej liczbie
momentdéw czasowych oraz ze proces transformacji od uzyskanych w ten
sposdb danych dyskretnych do danych funkcjonalnych wykonywany jest
niezaleznie dla kazdej zmiennej.
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Dane funkcjonalne

Niech x,; oznacza obserwowana wartos¢ zmiennej Xy, k =1,2,...pw
Jj-tym momencie czasowym t;, gdzie j = 1,2, ..., J. Zatem dane sktadaja
sie pJ par postaci (tj, xj). Dane te podlegaja procesowi wygtadzania w
wyniku ktérego otrzymujemy funkcje ciagte xx(t), gdzie t € I oraz |
oznacza przedziat taki, ze t; € /, gdzie j = 1,...,J (Ramsay i Silverman,
2005).

Zatézmy, ze funkcja xx(t) ma nastepujaca reprezentacje

By
Xk(t) = chbgpb(t)’ tel, k=1,...,p,
b=0

gdzie {¢p} sa ortonormalnymi funkcjami bazowymi, a cko, ..., cks, sa
nieznanymi wspétczynnikami.
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Dane funkcjonalne

Niech X(t) = (Xl(t), ...,Xp(t))/, Cc = (Clo, <oy C1Byy -+, Cp0s - -y Cpo)/
oraz
ei(t) 0 0
/
¢(t) — 0 ‘P2(t) 0 ,

0 0 . <p;,(t)
gdzie pi(t) = (¢o(t), ..., v (1)), k=1,...,p.
Wtedy

x(t) =®(t)c.
Wspétczynniki ¢y, . . ., ckg, S estymowane metody najmniejszych

kwadratéw, natomiast stopien gtadkosci funkcji x,(t) zalezy od wartosci
By. Do wyznaczenia optymalnej wartosci B, mozemy uzyé bayesowskiego
kryterium informacyjnego BIC (Shmueli, 2010).
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Estymacja funkcji regresiji

Zajmijmy sie teraz zagadnieniem estymacji funkcji regresji r(x(t)).
Zatézmy, ze dysponujemy n-elementowa préba uczaca

Ly = {(xl(t)7y1)7 (Xg(t),yg), R (x,,(t),y,,)},
gdzie x;(t) € L5(1) oraz y; € {0,1}.

Przyjmujemy, ze funkcje x;(t) otrzymujemy jako wynik procesu
wygtadzania n niezaleznych par dyskretnych danych (t;, x;), k =1,...,p,
j=1,.Jd i=1,..n

Zatem funkcje x;(t) maja nastepujace reprezentacje

X,'(t') = ¢(t)C,', i=12,...,n.
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Model 1: Wielokrotna funkcjonalna regresja liniowa

Zatézmy nastepujacy model funkgji regres;ji
r(x(t)) = Bo+ < B(t),x(t) >= fo + /,B’(t)x(t)dt.
I

Nieznanych parametréw funkcji regresji poszukujemy minimalizujac sume
kwadratéw

S(Bo.B()) = (i — o — /, B/(t)xi(t)dt)?.
=1

Przyjmujemy, ze funkcje x;(t), i =1,2,...,n oraz B(t) leza w tej samej
przestrzeni oraz ze

xi(t)=®(t)ci, i=1,2,...,n, PB(t)=d(t)d,

,B(t) = (51(1’), ... ,,Bp(t))l oraz d = (dlo, R dlgl, ce dpo, ce deP)/.
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Model 1: Wielokrotna funkcjonalna regresja liniowa

Poniewaz
/ﬂ’(t)x,-(t)dt = d'/¢'(t)¢(t)dtc,- =d'¢;;, i=1,2,...,n,
i i

to model wielokrotnej funkcjonalnej regresji liniowej mozemy sprowadzi¢
do standardowego modelu wielokrotnej regresji liniowej postaci

r(x(t)) = Bo + d'c.
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Model 1: Wielokrotna funkcjonalna regresja liniowa

Oznaczmy y = (y1,¥2,--.,yn) oraz

1

1 ¢ Bo
= ’7:[d]'

1 ¢

Jezeli macierz Z'Z jest nieosobliwa, to

¥=(2'2)"'ZYy.
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Model 2: Funkcjonalna regresja logistyczna

Przyjmujemy nastepujacy model regresji dla danych funkcjonalnych

exp(fo+ < B(t),x(t) >) _  exp(fo + J; B'(t)x(t)dt)
1 +exp(Bo+ < B(t),x(t) >) 1+ exp( o+f,ﬂ’ x(t)dt)

r(x(t)) =

Postepujac analogicznie jak w przypadku modelu wielokrotne;j
funkcjonalnej regresji liniowej, sprowadzamy powyzszy model do
standardowego modelu regresji logistycznej postaci

exp(fo +d'c)

) =13 exp(fo +d'c)’

Po estymacji nieznanych parametréw, otrzymujemy nastepujaca postaé
estymatora funkgji regresji w modelu funkcjonalnej regresji logistycznej

eXP(BO + a/C)
1+ exp(fo + aIC)

P(x(t)) =
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Model 3: Wygtadzarka liniowa dla wielowymiarowych danych

funkcjonalnych

Niech xo(t) bedzie ustalonym i znanym punktem w przestrzeni L5(/).

Rozwijamy funkcje r(x(t)) w szereg Taylora w otoczeniu punktu xo(t).
Mamy

() =~ rlxo(@)+ < D x(e) < xo(t) >

= a+ < b(t),x(t) — xo(t) >,
gdzie

a=r(xo(t)), b(t)= %0((:))).

Gérecki, Krzysko, Wolynski (UAM)

12 / 22



Model 3: Wygtadzarka liniowa dla wielowymiarowych danych

funkcjonalnych

Nieznanych parametréw funkcji regresji poszukujemy minimalizujac
wazong sume kwadratéw postaci

n

2

1

S(a.b() = 3 (=2 [B(e)r) ~xole)et ) K (Glhe) - xo(o)]
i=1

gdzie K jest funkcja jadrowa, a h > 0 parametrem wygtadzajacym.

Najczesciej wybiera sie jadro Epanechnikowa

3
K(z)= 7 (1= 2%) Iz

lub jadro gaussowskie

K(z) = (27) 2 exp (%22> , z€R.
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Model 3: Wygtadzarka liniowa dla wielowymiarowych danych

funkcjonalnych

W dalszym ciagu zaktadamy, ze funkcje x;(t), i =1,2,...,n oraz b(t)
leza w tej samej przestrzeni oraz ze

xi(t) =®(t)ci, i=1,2,....n, b(t)=d(t)d.

Oznaczmy y = (y1,¥2,.--,yn) oraz

1 (C1*Co)/ Kt 0 ... O

1 (er—cp) 0 K 0
z- | (2_ 0) | 7:[3]’ W 2

: : d : : :

1 (cn—co) 0 0 ... K,
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Model 3: Wygtadzarka liniowa dla wielowymiarowych danych

funkcjonalnych

Jezeli macierz Z’WZ jest nieosobliwa, to

4= (ZWZ)"1Z'Wy.
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Model 3: Wygtadzarka liniowa dla wielowymiarowych danych

funkcjonalnych

W rozwinieciu w szereg Taylora funkgcji r(x(t)) w otoczeniu punktu xo(t)
wezmy pod uwage jedynie pierwszy wyraz, tzn.

r(x(t)) ~ r(xo(t)) = a.

Nieznang wartos¢ parametru a wyznaczamy poprzez minimalizacje wazonej
sumy kwadratéw postaci

- 1
S(@)=> (vi— a)*K (L [Ixi(t) = xo(t)])-
i=1
W rezultacie otrzymujemy

Fx(t)) = %—ﬁf

gdzie K,' = K(%\/(C, - Co)/(C,' - Co)), = 1,2, Lo, n
Jest to znany estymator jadrowy Nadarayi-Watsona.
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Przykfad 1: EKG

Dane s3 zapisem EKG z dwdch elektrod i dotycza 200 pacjentéw
podzielonych na 2 grupy: 133 pacjentéw zdrowych oraz 67 pacjentéw z
nadkomorowym przedwczesnym rytmem serca.

Dtugos$é¢ szeregdw czasowych wynosita 152 punktéw czasowych.
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Przyktad 1:

Cecha 1 Cecha 2
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Przyktad 2: Wafle krzemowe

Dane pochodza z zaktadu produkcji pétprzewodnikéw i dotycza produkgji
wafli krzemowych. 6 czujnikéw zainstalowanych w komorach prézniowych
rejestrowato rézne parametry procesu produkcyjnego.

Zarejestrowano 327 szeregébw czasowych podzielonych na dwie grupy: 200
szeregbw odpowiadajacych waflom prawidtowym i 127 szeregdw
odpowiadajacych waflom wadliwym. Diugos¢ szeregdw wynosita 198
punktéw czasowych.

o, Wolynski (UAM) 19 / 22



Przyktad 2: Wafle krzemowe

Cecha 1 Cecha 2 Cecha 3

Cecha 4 Cecha 5 Cecha 6
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Dla kazdego ze zbioréw policzony zostat btad klasyfikacji metoda
sprawdzania krzyzowego (LOO CV).

Metoda EKG | Wafle krzemowe
wielokrotna funkcjonalna
regresja liniowa 11.50 0.59
funkcjonalna
regresja logistyczna 11.50 0.17
wygtadzarka liniowa
dla danych funkcjonalnych | 16.50 0.67
estymator jadrowy
Nadarayi-Watsona 20.50 10.64
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